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Integral Riemann

1. Pengertian

Telah diketahui bahwa jika fungsi f : [a, b] — R terbatas dan P partisi pada [a,b], maka
berakibat :

L(f; P) <S(f; P)=<U(f;P)

G.F.B. Riemann menggunakan S (f, P) unuk menyusun integralnya.
Definisi 1.1.1 ( Integral Riemann)
Fungsi f: [a, b] — R dikatakan terintegral Riemann (Rienmann integrable) pada [a, b] jika ada
bilangan A sehingga untuk setiap bilangan & > 0 terdapat bilangan 6 > 0 sehingga jika
P={a = Xo, X1,....xn = b} partisi [a, b] dengan ||P|| < & berakibat :

A=S(f5 Pl =|A= ) fannx < e
i=1
A disebut nilai integral Riemann fungsi f pada [a, b].
Perlu diingat bahwa pengambilan xX; € [x;i_1, %] sebarang dan

|P|| = maks {Aixii=1,2,...,n}. Selanjutnya, menurut Definisi 1.1.1, fungsi f terintegral Riemann

pada [a, b] jika dan hanya jika
lim (S,P) = lim Zf (x)HAx=A
IP]-0 IP]-0

Contoh : Diberikan fungsi f (x)= x dengan 2 < x < 6. Akan dihitung f; x dx dengan menggunakan
definisi integral tertentu.
Partisi interval [2, 6] menjadi n subinterval dengan menggunakan partisi 2 = x, X1, X3, ..., X, = 6

dengan 2 = xy < x; < xp < -+ < x, = 6. Diperoleh subinterval [2 = x, x1], [x1, X2], -..[Xi—1, X;],

..[Xn_1,%X, = 6]. Panjang masing-masing subinterval dibuat sama yaitu Ax; =6n;2=% :
i=1,2,...,n. Diambil titik x; dengan x/=x; i=1,2,...,n. dan dibentuk jumlahan.

Pf ) Ax; = f (x))Axqy + -+ f () Ax,
= f (cBxy + -+ f (x,) Ay

= x;A%; + xA%, + - + x,Ax,,
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Sehingga

dx 1 Ax, = lim 27846

jxxlme(x)x—xlirLlO =
n-o i= n—-oo

Definisi 1.1.2

Diberikan p dan p partisi pada [a, b]. Partisi p disebut penghalus dari p jika pc p
Contoh : Diberikan interval | = [0, 1].barikut ini adalah partisi pada I .

1 1 2 3 2

! - 12 - 1 3.4 3
1 E) 1} 1 P3 - {Ol 4 4 g 1} ' P4 {01 6, 61 61 61 61 1} 1

P: = {0,
Ps={0, -, 5 3 2 2 87 , 1}. Dapat dihitung bahwa || Py || == , [P [|=5 , [|Ps]| =

1
4
Ps merupakan penghalus dari P3; sebab P; < Ps, tetapi Ps bukan penghalus dari P, maupun P4
sebab P, ¢ Ps dan P4 & Ps.
Definisi 1.1.3
Diberikan fungsi f : [a, b] — ‘R terbatas dan partisi p pada [a, b].
+ Jumlahan Riemann atas fungsi f terhadap partisi p ditulis U(f ; P ) didefinisikan sebagai
Uf; P)=X", M, Ax;.
+ Jumlahan Riemann tengah fungsi f terhadap partisi p ditulis S(f ; P ) didefinisikan sebagai
S(f; P) =Xiy f(x))-Ax;.
+ Jumlahan Riemann bawah fungsi f terhadap partisi p ditulis L(f ; P ) didefinisikan sebagai
L(f; P) =X~ , m;.Vx,.

Contoh :

x+2, —2<x<0
0, x=1
—-x, 0<x <1
x>— 2, 1<x<3

Diberikan f (x) = dan partisiP={-2,0,1, 3}

Hitung : U(f; P)danL(f; P)?

Jawab :

I
o

Mp=sup{f(X)[x < X <x}=sup{f(X)|-2<x<0}=sup{0]-2<x<0}



Mz = sup{ f (X) | x1

IN
x<
IA
>
IA

<X }=sup{f(x)|0 1}=sup{-x|0<x<1}= -1

My=sup{f(X)|% < X <xa}=sup{f(x)|1<x<3}=sup{x¥*-2|1<x<3}=7
Sehingga U(f; P) = X" M, Ax;.
= i M. Ax;

= M. AX; + Mo AXo + M3 AX3

=20-1+7)
=12
m=inf{f () [% < X <x}=inf{f(x)[-2<x<0}=inf{x+2|-2<x<0}=0

m, = inf{ f (x) | X1 <
ma = inf{ f (X) | X

A
X
A

< %}=inf{f(x]0 < x
xs}=inf{ f(x) |1

A
IN

1}=inf{0]0 <x<1}= 0
3}=inf{x |1 <x<3}=-1

IA
X
IN
IA
IA

X

Sehingga L(f; P) = X, m; Ax;.

2?21 m;. Axl'

M. AX1 + Mo AXy + M3.AXs

20 +0 -1
=-2

Teorema 1.1.4

Diberikan fungsi f : [a, b] — R terbatas. Untuk setiap partisi p pada [a, b] berlaku
mb-a) <L@{;P) <S(f;P) <U((;P) <M(b-a).
Bukti :

Dari lemma didapat m.Ax; < miAxi < f(xi*).4Ax < MpAxi < M.Ax;, V;. Jika hasil ini
dijumlahkan maka akan didapat
YromAx; < Y omi Axg < Y f(x]).Axy < Y My Ax; < YT M. Ax; ... (*)
YimAx; = mY, Ax; = m((X1 —Xo) + (X2 —X1) * oot (Xn — Xn-1))

= m(X,—X%) = m(b—a)

Dari (*) didapat m(b —a) < L(f; P) < S(f; P) < U(f; P) < M(b-a).



Misalkan dibentuk n ={P| P partisi pada [a, b]} maka dari teorema 1.1.4 didapat
Lf; PP < Mb-a), vVPendan UFf; P) >mb - a), VP e n. Oleh karena
{L(f; P) | P e n} terbatas ke atas maka sup, ., L(f, P) ada, dan karena {U(f, P) | P € =}

terbatas ke bawah maka inf, . , L(f, P) ada.
Definisi 1.1.5

+ Integral Riemann bawah fungsi f ditulis f_ba f(x)dx didefinisikan  sebagai
f_ba f)dx = sup, ¢ L(f, P) =sup, ¢ o (Xf=y m;. Ax;).

+ Integral Riemann atas fungsi f ditulis fa_b f(x)dx didefinisikan  sebagai
fa_b fdx =inf, ., L(f, P) =inf, ., (Ti; M;. Axy).

+ Fungsi f dikatakan terintegral Riemann pada [a, b] jika ff’a f(x)dx = fa_b f(x)dx
Notasi : f: [a, b].

Nilai integrainya : [ f(x)dx = [ f(x)dx = [ " f(x)dx
Contoh :
1. Diberikan fungsi f(x) = c, ¢ konstanta. Apakah f € R[a, b] ? jika ya, tentukan nilainya.

Untuk sebarang partisi p € « didapat mj =c, Mj=c¢, V,.

U(f, P) = Xiy M. Ax; = X7 c. Ax; = cx7— Ax; = ¢(b — a), dan

L(f, P) = X7 m. Ax; = X7 c. Ax; = cXf—; Ax; = ¢(b — a), maka

[2, f()dx = sup, e n L(f, P) = sup, e o{c(b — @)} = c(b - a), dan

[ f@dx = infy e UG, P)= infy e nlc(b — @)} = c(b—a).

Jadi f_ba f(x)dx = f_ba f(x)dx = c(b—a), sehingga f € R[a, b] dan fab f(x)dx =c(b - a).

1, xeQn|[a, b]
xe(R —Q)nJa, b]

2. Diberikan fungsi g(x) = {0

Apakah g € R[a, b] ? jika ya, tentukan nilainya.
Ambil sebarang partisi P pada [a, b]. Oleh karena itu sub interval [x;.1, Xi], i =1, 2, 3,...., n memuat

bilangan rasional dan irrasional maka m; =0, M; =1, v,.
b
J_,90G)dx = supy ¢ L(g, P) = sup, . ,{0} =0, dan

[0 g()dx = inf, . U(g, P)= infyol(b— @)} = (b—a).



Oleh karena ffa g(x)dx # fa_b g(x)dx maka g ¢ R[a, b].

Teorema 1.1.6

Jika f terintegral Riemann pada [a, b], maka nilai integralnya tunggal.

Bukti: Jika A; dan A; nilai integral Riemann fngsi f pada [a, b], maka untuk sebarang bilangan
e > 0 terdapat bilangan 6; > 0 dan o, > 0 sehingga jika P; = {a = Xo, X1,..., Xn = Db}dan
P, ={a=Yo, Yi..., Yn = b} partisi pada [a, b] dengan ||P:|| < & dan |P.|| < &, berturut-turut
berakibat :

£

<4
3 dan 3

<

A=) f @b A= F ODMY
i=1 k=1

Diambil § = min{d;, &}, partisi P = {a = 2y, z3,..., z» = b} dengan |[P|| < 3, dan

zZ; € [z;_1, z;]. Karena || P" < %i(1=1, 2), maka diperoleh:

A, — A < + <fifc
1 2l = 373 &

9
> Fannz- 4,
i=1

8
A= f (DA
i=1

Yang berarti A; = A; dan bukti selesai. m

Menurut Definisi 1.1.1 dan Teorema 1.1.6, jika fungsi f terintegral Riemann pada [a, b]

dengan nilai integral Riemannnya A, yang biasa ditulis dengan

A=QR)[,f= R [, fx)dx | tunggal.

Teorema 1.1.7

Jika fungsi f : [a, b] — R terintegral Riemann pada [a, b], maka f terbatas pada [a, b].
Bukti : Andaikan fungsi f tak terbatas ke atas pada [a,b], maka untuk setiap bilangan asli n terdapat
tn € [a, b] sehingga f(t,,) > n.

Untuk setiap partisi P = {a = Xo, X1,..., Xa = b}, tentu t,, € [x,_1, x;] untuk suatu k dan
oleh karena itu himpunan

S(f) ={S(f; P); P € m[a,b]}

tak terbatas ke atas sebab x;, dapat dipilih samama denagn t,, jika t,, € [x;_1, xi]
Hal ini berarti

lim S(f;P) = 4+
[P]-0

(tak ada) yang dengan kata lain funsi f tak terintegral Riemann pada [a, b]. Bukti sejalan, apabila

diandaikan f tak terbatas ke bawah. =



Teorema 1.1.8 (Kriteria Cauchy)
Diketahui fungsi f: [a, b] — R terbatas. Fungsi f terintegral Riemann pada [a, b] jika dan hanya
jika untuk setiap bilangan € > 0 terdapat bilangan & > 0 sehingga jika P; dan P, partisi pada [a, b]
dengan ||P;|| < & dan ||P,|| < & berakibat
IS(f5 P) — S(f; Pl < ¢
Bukti : Syarat perlu : Jika f terintegral Riemann pada [a, b], maka ada bilangan A sehingga setiap
bilangan ¢ > 0 terdapat bilangan & > 0 sehingga jika P partisi pada [a, b] dengan [|P|| < & berakibat
&

ISCF3P) = 4l < 5
Diambil sebarang dua partisi P1 dan P, pada [a, b] dengan ||P; || < & dan |[P,]| < 8. Diperoleh
&
2
Syarat cukup : Menurut yang diketahui untuk bilangan 1 terdapat bilangan & > 0 sehingga jika P;

IS(F5 P = SUF3 POl < IS(F5 PO = Al+ 1A= S(F5 P < 5+

dan P, masing-masing partisi pada [a, b] dengan ||P; ]| < & dan ||P,|| < & berakibat

IS(f 5 P) — S(f; Pl < 1
Tulis 7 sebagai koleksi semua partisi P pada [a, b] dengan

Pl < &
Untuk setiap P € 7. Diambil Py € 7 tetap untuk setiap P € = diperoleh
IS(GF5P) = S(F5 Po)l < 1
Atau
S(f;Pg) —1 < S(f;P) < S(f;Pg) +1

Jadi, himpunan bilangan nyata

S(f) = {S(f;P) ; P e =}
terbatas. Jika anggota S( f ) banyaknya hingga, maka f merupakan fungsi tangga dan oleh karena
itu f terintegral Riemann pada [a, b]. Jika fungsi f bukan fungsi tangga, maka S(f) merupakan

himpunan bilangan terbatas yang banyak anggotanya tak hingga. Menurut teorema Bolzano-

Weiertstrass, S( f ) mempunyai paling sedikit satu titik limit, namakan titik limit itu A. Hal ini
berarti untuk setiap bilangan € > 0 terdapat P € =, S(f; P) € S(f), sehingga
|[A—=S(f;P)| < ¢
Dengan kata lain terbukti fungsi f teintegral Riemann pada [a, b].
Teorema 1.1.9
Fungsi f terintegral Riemann jika dan hanya jika f terintegral Darboux pada selang tertutup yang

sama. Lebih lanjut

R =0/ f



Bukti : Syarat perlu : Jika fungsi f terintegral Riemann pada [a, b], maka f ada bilangan

A = (R)fabf sehingga untuk setiap bilangan ¢ > O terdapat bilangan & > 0 dan jika

P={a= xo, X1, X2, ... , X» = b} partisi pada [a, b] dengan ||P|| < & berakibat

4= S(f3P)| = <

A— zn:f(xi)Aix
i=1

Atau
A E<S( sP)< A+ £
3 /o 3
Perlu diingat bahwa pemilihan x;" € [xi1, Xi] sebarang. Karena
m; = inf {f(X);x e [Xi1, Xi|} dan
Mi = sup{f(X);x e [Xi1 %]}

ada, maka untuk setiap i (i = 1, 2, ..., n) dapat dipilihx; , xi e [Xi1, xi] sehingga
&
3(b— a)

F(x';) — < m; dan M; < f(x";)+

&
3(b—a)

Setelah dikalikan dengan A; x kemudian dijumlah, diperoleh
S(FiP) = 5 < L(f5PYdan U(f3P) < S(F3P)+ 2
Oleh karena itu

5(f;p)—§< L(f;P) < U(f;P) < S(f;P)+§

Yang berakibat

U(f;P) - L(f;P) < §+ §< e

Atau fungsi f terintegral Darboux pada [a, b]

Syarat cukup : Karena f terintegral Darboux pada selang [a, b], maka untuk bilangan

terdapat partisi P pada [a, b] sehingga berlaku

U(f;P)— L(f;P)< ¢

Tetapi telah diketahui bahwa



L(f;P) < O [ f < U(f;P)danL(f;P) < S(f;P) < U(f;P)

Berdasarkan tiga ketidaksamaan terakhir dapat disimpulkan bahwa

<ég

b
‘(D) f f - S(f; P)

Yang berarti bahwa fungsi f terintegral Riemann pada [a, b] dan (R) ff f = A = (D) f: f. =
Teorema 1.1.10
R[a, b] merupakan ruang linear, i.e., untuk setiap o € R dan f, g € [a, b] berakibat af,
f+ g € R[a, b] . Lebih lanjut

. b b

i [af=af f

.. b b b

i. [(f+p=[f+] g
Bukti : Karena f, g € R[a, b], maka menurut Teorema 1.1.7., fungsi f dan fungsi g masing- masing
terbatas pada [a, b]. Namakan

M =sup {If (x)]; x € [a, b]}, Mg = sup {lg(x)|; x € [a, b]}
Dan
M = maks {|a|, Mt, Mg, 1}
Karena f, g € R[a, b] , maka untuk bilangan € > 0 terdapat bilangan § > 0 sehingga jika P partisi
pada [a, b] dengan [|P|| < & berakibat

[ F=S¢:P)| < - dan |[) g =5 P)| <

M+1 M+1

Selanjutnya, diperoleh
) |a-f, f = SCaf;P)| = |a.f) f =« S(F:P)| = lal
Dengan kata lain, terbukti bahwa af € [a, b] dan
faf=af fm
@ (L r+J9)- S +g:P)
= | f + [ g - (S¢:P) + 5(g; P))|
< | F-sup)|+|f) g - sea:P))|
ﬁ +ﬁ < 2e.

Dengan kata lain, terbukti bahwa f + g € [a, b] dan

PE+p=0f+[g m

fabf—D(f;P)| < |a|ﬁ< £




Jika fungsi f terbatas dan f (x) = O untuk setiap x € [a, b], kecuali di beberapa titik, maka fungsi f
terintegral dan
b
I, f=0
Dengan menggunkan hasil tersebut akan dibuktikan teorema dibawabh ini.
Teorema 1.1.11
Jika f € [a,b], fungsi g terbatas pada [a, b], dan g(x) = f (x) kecuali di beberapa titik, maka
g € [a, b] dan
b b
g = I, f
Bukti : Karena fungsi g terbatas pada [a, b] dan g(x) = f(x) untuk setiap X € [a,b] kecuali
dibeberapa titik, maka fungsi h = f — g mempunyai sifat terbatas pada [a, b] dan h(x) = O untuk
setiap x € [a, b], kecuali dibeberapa titik. Oleh karena itu fungsi h terintegral dan
b b b b b b
,h=0e [[(-9=)f-J,9=0 [ g=f. =
Contoh : Diberikan fungsi f (x) = g(x) dengan a <x < b. Akan ditunjukkan bahwa
b b
g = J, -
Bukti : Misal h(x) = f(x) — g(x) sehingga
ff h(x)dx = ff 0dx

[J(f00) - glodx = 0

Qin(fOqx) — g(x; %)) .Ax;)) = 0

Gy fla . Ax) — By 9(x ) .Ax) = 0
Gl f(xgx).Ax) = Cy g(x; *).Ax;)

[ fGodx = f g(x)dx

Teorema 1.1.12

Jika f € [a, b] dan f (x) = 0 untuk setiap x € [a, b], maka

['f=0

Bukti : Karena f(x) >0 untuk setiap x € [a,b] dan f € R[a, b], maka untuk setiap partisi
P =[a=Xo, X1, ..., xn = b] pada [a, b] diperoleh
0<m(b—a) SL(f;P) <S(f;P)SU(f;P) <M(b—a)
dengan
m=inf {f (x);x € [a,b]} dan M =sup {f(x); x € [a, b]}
Hal ini berakibat



0 < lim||p||_,0(5; P) = fab f |
Teorema 1.1.13
Jikaf, g € R[a, b] dan f(x) < g(x) untuk setiap x € [a, b], maka
b b
.f=l, g
Bukti : Dibentuk fungsi h = g — f. Mudah difahami bahwa h € R[a, b] dan h(x) > 0 untuk setiap

X € [a, b]. Menurut teorema 1.1.12 diperoleh

o< [Ch=[g-N=Lg-['Ff

atau terbukti

Teorema 1.1.14
Diberikan 1 =[a, b], c e I, dan f :1 — R terbatas. f € R[a, b] jika dan hanya jika f € R[a, c] dan

f e R[c, b] dalam hal ini

Bukti : Syarat perlu : Karena f € R[a, b] maka untuk setiap bilangan & >0 terdapat partisi P
pada [a, b] sehingga :
U(f;P)-L(f;P)<e

Dibentuk P'=PuU{c},R'=P'n[a,c],P,'=P'n[c,b]. Jelas bahwa bahwa Pc<P' dan
P'=R'UP," dengan B,'=P'[a,c] partisi pada [a,c] dan P,'=P'n[c,b] partisi pada [c,b] oleh

karena itu diperoleh.

L(f’P)gL(f’P):L(f;PlI)-l-L(f,PZ')

Dari (i) dan (ii) diperoleh
(U(f;R)=L(F;R) +{U(f;R)-L(F;R))

=U(f;R)-L(f;R)<U(f,P)-L(f,P)<e

Yang berakibat
U(f;R)-L(f;:R)<e dan U(f;P,)-L(f:R,)<s

10



Dengan kata lain terbukti bahwa f € R[a, c] danf e R[c, b]. Lebih lanjut :

f =inf{U(f;P)f;P'ex[a,b]}

D ey T

=inf{U(f;R)+U(f;P,);R ex[ac]&P,'ez|c,b]|

=inf{U(f;R");R ex[a,cl+infU(f;P,);P,'ex[cb]}

c b
:jf+jf

Syarat cukup : Karenaf € R[a, c] danf € R[c, b], maka nilai limit — limit di bawah ini ada

c b
[ f=limsS(f;R) dan [ f = lim S(f:P,)

IR0

Dengan P, partisi pada [a,c] dan P, merupakan partisi [c,b]. Jeals bahwa P =P, UP, partisi pada

[a,b]. Oleh karena itu

j.f=limS(f;P)

[PI->0

=S (TR UR)

= lim S(f;Pl)+HFI)iHmOS(f;P2)

R0
c b
:j f +jf . o
Catatan : syarat cukup dapat dibuktikan dengan memanfaatkan bahwa fungsi f terintegral
Darboux pada [a,c] maupun pada [c,b].
Teorema 1.1.15

Jika fungsi f : [a, b] — R terintegral pada [a,b] serta fungsi ¢ : [a, b] — R kontinu pada [a,b] dan

f(x) e[c,d] untuk setiap x [a,b], maka fungsi ¢ o f[a, b] - R terintegral pada [a,b].

Bukti : Karena ¢ kontinu pada selang tertutup [c,d], maka ¢ terbatas disana. Jadi

K =sup{go(t);t e[c,d]} ada. Lebih lanjut, fungsi ¢ kontinu seragam pada [c,d]. Oleh karena itu
11



untuk sembarang bilangan ¢ >0 terdapat bilangan o, >0 sehingga jika s,t e[c,d] dan |s—t| <o,

berakibat

lo(s)-o(t) < m =’
Diambil 5 =min{¢,,&'}. Karena fungsi f terintegral pada [a,b], maka terdapat partisi P pada [a,b]
sehingga berlaku
U(f;P)-L(f;P)<&?,

Katakan P ={a=X,,X,..., X, =b}, dan

2. SIFAT-SIFAT INTEGRAL RIEMANN

1. Sifat-sifat Dasar Integral Riemann

Proposisi 1 (Sifat Kelinearan / Sifat Kepositifan Integral Riemann)

Misalkan f, g : | - % terintegralkan pada I, dan ¢ € R suatu konstanta. Maka cf dan f + g

terintegralkan pada | dan
1) [ cfx)dx=c ) f(x)dx
2) [(f + 9)(x) dx = [ f(x) dx + [ g(x) dx

Bukti : (1) Jika ¢ = 0, maka pernyataan tentang cf jelas benar. Sekarang tinjau kasus ¢ > 0. (Kasus
¢ < 0 serupa dan diserahkan sebagai latihan). Misalkan P = {x,, x4, . . ., x,, } partisi sembarang dari
I. Karena ¢ > 0, kita mempunyai
inf {cf (x) | X € [x—1, 2,1} = cinf {f (X) | X € [x4—1, x, ]}
untuk k=1, 2, ..., n. Kalikan tiap suku ini dengan x;_;, x,dan jumlahkan, kita dapatkan
L(cf; P )=cL(f; P).
Jadi, karena ¢ > 0, kita peroleh
L(cf) = sup{cL(f; P)|P partisi dari 1} =c sup{L(f; P)|P partisi dari I} =cL(f).
Dengan cara yang serupa kita peroleh pula
U(cf; P)=cU(f; P)
dan
12



U(cf ) =inf{cU(f; P)|P partisidari I} =cinf{U(f; P)|P partisi dari I} = cU(f).
Karena f terintegralkan, U(f ) = L(f ) dan akibatnya
L(cf) = cL(f) = cU(f) = U(cf).
Jadi cf terintegralkan dan
[P cf () dx =c f f(x) dx
(2) Untuk sembarang interval Iy = [xj,_;, x;] kita mempunyai
Inf{f(X)| xe,}+inf{gx)| x €.} < inf{(f +9)(X)| x€ I},

sup{(f +9)() | x€ I} < sup{f(x)| x€ L} +sup{g(x) | x € I }.
Dari sini kita peroleh

L(f; P) + L(g; P) < L(f+g; P)
dan
U(f +g; P) < UFf; P) + U(g; P)
untuk sembarang partisi P dari I. Sekarang, jika € > 0 diberikan, maka terdapat partisi Py, dan F, ,
sedemikian sehingga
U(f, Pre) < L(F Pre ) + 3
dan
U(g Fe) = LG Fe) +
Akibatnya, untuk P, = P, U P, , kita peroleh
U(f +g;F) < U(f;R)+U(@Q;R)<sL(f;P)+L(g;R)+tesL(f +g;F)+e
Menurut Kriteria Keterintegralan Riemann, f + g terintegralkan.
Selanjutnya perhatikan bahwa dari ketaksamaan di atas, kita peroleh
[+ 9@ dx SUF +g;P)SLE;R)+L(g:R) +e< [, fx) da + [ g(x) dx + &
Sementara itu,
[} fG) dx+ [ g@x)dx SU(F; R )+ U(g;R)SLE +g5R) +e < [ f+g)(x) dx +e.

Dari kedua ketaksamaan ini, kita peroleh

< ¢

b b b
[[v+owa- ([ rwar+ [ oo ax)
Karena ini berlaku untuk & > 0 sembarang, kita simpulkan bahwa

LU+ @@ de = [ Feo0) de+ [) g(x) dx
dan bukti pun selesai.
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1. Contoh : Diberikan fungsi f (x) = 2x dengan 2 < x < 6. Akan ditunjukkan bahwa

fob 2xdx = ZfOZxdx

Jawab :
@ Ax = 22 = 2 Ambil x;* = x; =2 maka diperoleh f(x;*)=2.2 =2
n n n n n
N _ 4i\ 2 _ 8y _ 8 . _ 8 (n®+n\ _ 8 n? 8n 4
R feDAr = B (7)F = () = 2= (50 =5t g =4
Sehingga diperoleh [ 2xdx = limag,~0 Xy f(x)AX = limax04 + = = 4o (*)
n-—oo n—oo
@ Ax = 22 = 2 Ambil x;* = x; =2 maka diperoleh f(x;*) = 2 =Z
n n n n n
N _ 2i\ 2 _ 4\ _ 8 . _ 4 (n%4+n\ _ 4 n? an 2
mafODax = 3 (B)F = S () = pihi=n () =n o =2
Sehingga diperoleh 2 ” xdx =2 (hmAxﬁo s f(x;)Ax) =2 (umAxﬁoz + f—l) = b (%)
n—oo n—oo

Dari persamaan (*) dan (**) dapat diperoleh bahwa fob 2xdx = 2 fozxdx = 4

2. Contoh : Diberikan fungsi f (x) = 2x dan g(x) = 4 dengan 0 < x < 2. Akan ditunjukkan bahwa

Jawab :
R 2-0 . 2i . 2i 4i
% Ax = —=-. Ambil x;* = x; =— maka diperoleh f (x;*) = 2. —+ 4 = —+ 4
. _ 4i 2 _ 8i 8\ _ 8 . . 8 _ 8 (n?+ 8
S fOdme = S (4 4) = (Gt y) = plkit, S1= 5 () 40
_ 8 n? 8n _ 4 _ 4
_n_2'7+ nZ +8 = 4+ - +8_12+n
Sehingga diperoleh fOZ(Zx + 4)dx = limayx, -0 27— f (x])Ax
n-—-oo
= limax,-012 + = = 120 *)
n—oo
@ Ax = 222 = 2 Ambil X1* = X1 =2 maka diperoleh f (x;*) = 2. a-y
n n n n n
N _ 4i\ 2 _ 8\ _ 8 . _ 8 (n?+ _ 8 n?  8n _ 4
S fODAr = S ()7 = S () = 5= () =h Tt e =4
Sehingga diperoleh foz 2xdx = limax;»0 Nj=q f(x1)Ax = limax,~04 + j—l = 4o, Q)
n-—-oo n—-oo
R 2-0 2 . 2i .
% Ax = —=-. Ambil x;* = x; = — maka diperoleh f (x;*) =4
* _ 2 _ 8 _8_._8 _
Lisa fOGAx = X (D= = Xy (;) =-1=-n =8
Sehingga diperoleh foz 4dx =limay,—0 21—y f(xDAx = limax;»08 = 8uceeeeve. (2)
n—>00 n—>00
Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh foz 2xdx + f02 4dx =4 + 8 = 12..cccennn (**)

Dari persamaan (*) dan (**) maka diperoleh bahwa f02(2x + 4)dx = foz 2xdx + foz 4dx = 12
14



Proposisi 2.
Misalkan f : | — R terintegralkan pada 1. Jika f (x) = 0 untuk tiap x € |, maka
[ f)dx=0
Akibat 3.
Misalkan f, g : | - R terintegralkan pada I. Jika f (X) < g(x) untuk tiap x € 1, maka
[P Fe0 dx < [7 g(x) dx.
Proposisi 3.
Misalkan f : | = R terintegralkan pada I. Jika mf(x) M untuk tiap x € [a, b], maka
mb-a) < [ fOx)dx < M(b-a)
Proposisi 4.
Misalkan f: [a, b] —» R terbatas dana < ¢ < b. Maka, f terintegralkan pada [a, b] jika dan

hanya jika f terintegralkan pada [a, c] dan pada [c, b]. Dalam hal ini,

fbf(x) dx = jcf(x) dx + jbf(x) dx

Catatan. Bukti Proposisi 4 tidak dibahas di sini; lihat [1] bila ingin mempelajarinya.

2. Teorema Dasar Kalkulus untuk Integral Riemann
Teorema 5 (Teorema Dasar Kalkulus I).

Misalkan f terbatas pada | = [a, b] dan F didefinisikan pada I sebagai

b
F(x) :=f f)dt, xel

Maka, F kontinu pada I. Selanjutnya, jika f kontinu di ¢ € (a, b), maka F mempunyai turunan di ¢
dan Ft(c) = f(c)
Teorema 6 (Teorema Dasar Kalkulus I1).

Misalkan f terintegralkan pada | = [a, b]. Jika F : | - R adalah anti-turunan dari f pada I, maka

[ rwae =ty - @
Bukti : Diberikan € > 0 sembarang, pilih partisi P = {x,, x4, . . ., x, } dari | sedemikian sehingga
U(f, P)-L{f, P) < e
Menurut Teorema Nilai Rata-rata (yang kita terapkan pada F ), pada tiap interval
[x,_1, x;]terdapat titik t, € (x,_;, x;) sedemikian sehingga
F(xk) — F(xp-1) = (1, ) f ().
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Misalkan my dan Mk adalah infimum dan supremum dari f pada [x,_;, x;]. Maka
my (Xe—1, X)) < F(xk) —F(xp—1) < Mk(xp — Xp—1)
untuk tiap k =1, 2, . . ., n. Perhatikan bahwa bila kita jumlahkan suku-suku di tengah, maka kita
peroleh suatu deret teleskopis yang jumlahnya sama dengan F(b) — F(a).
Karena itu, kita peroleh
L(f, P) < F(b)—-F@) < U(f, P)
Namun, kita juga mempunyai
L(f, P) < [ f(®de < U(F, P)
Akibatnya, kita peroleh

b
ff(t) dt — |F(b) — F(a)|| < £

Karena ini berlaku untuk & > 0 sembarang, kita simpulkan bahwa

b
[ @ at=rw)-r,

3. Teorema Nilai Rata-rata dan Teorema Taylor untuk Integral
Jika f kontinu pada | = [a, b], maka f akan mencapai nilai maksimum M dan minimum m pada
[a, b]. Menurut Proposisi 3, kita mempunyai

m —a) < fabf(x) dx < M(b—a)

atau

1 b
< — <
m < b_aj;f(x)dx < M

Nilai ﬁf: f(x) dx disebut sebagai nilai rata-rata integral f pada interval 1. (Dalam versi diskrit,

nilai rata-rata aritmetik dari sejumlah bilangan adalah jumlah dari bilangan-bilangan tersebut dibagi
dengan banyaknya bilangan itu. Dalam versi ‘kontinu’, integral menggantikan jumlah dan panjang

interval menggantikan banyaknya bilangan.)
Mengingat m dan M ada di daerah nilai f dan ﬁfab f(x) dx ada di antara kedua nilai

tersebut, maka menurut Teorema Nilai Antara mestilah terdapat suatu titik ¢ € | sedemikian

sehingga

1 b
@ = 57— reax
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Fakta ini dikenal sebagai Teorema Nilai Rata-rata untuk integral, yang dinyatakan di bawah ini.

(Ingat bahwa sebelumnya kita juga mempunyai Teorema Nilai Rata-rata untuk turunan. Dalam
konteks turunan, nilai rata-rata analog dengan ‘kecepatan rata-rata’ dalam fisika.)
Teorema 7 (Teorema Nilai Rata-rata untuk Integral).

Jika f kontinu pada | = [a, b], maka terdapat ¢ € | sedemikian sehingga

1 b
@ = 57— [ r@ax

Teorema 8 (Teorema Taylor untuk Integral).
Misalkan f, ¢, ..., f™ kontinu pada | = [a, b]. Maka

(b _ a)n—l

CEEY foY(a) + E,

f(b) = f@+®B-a)ft(a)+-+

dengan E, = (nil), f: (b—t)" 1M (¢) dt

Bukti. Dengan pengintegralan parsial, kita peroleh

E, = - (b - t)""lf(""l)(t)lb +(n—-1) jb(b — )" 2D (t) dt
" (-1 a ;
=~ D)+ L[ — 0@ dt

Jika kita lakukan pengintegralan parsial hingga n kali, maka kita akan sampai pada hasil di atas.
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