I. Tentukan pernyataan berikut ini benar atau salah.

1. Jika V ruang vektor atas F dengan @ adalah elemen identitas dari V dan O
adalah elemen netral dari F, maka Ov =6, V v € V. (Benar)

2. Jika S dan T subruang dari V, maka S n T subruang dari V. (Benar)

3. Jika S dan T subruang dari V, maka S U T subruang dari V.(Salah)

4. Suatu subset tidak kosong S < V merupakan subruang dari V jika dan hanya
jika(Vu,veS),u+veSdan(V ae F)(VVveS) av eS. (Benar)

5. JikaS={vi ..., Vn} <V bebas linier dan merentang V, maka S basis untuk
V. (Benar)

6. Dimensi dari ruang vektor V adalah banyaknya elemen dari suatu basis untuk
V.(Benar)

7. Jika S dan T subruang V, maka dim(S + T) + dim(S » T) = dim(S) + dim(T).
(Benar)

8. Jika S dan T subruang Vdengan SN T={dtdanV =S+ T, makaS @ T.
(Benar)

9. Jika T :V — W transformasi linier, maka Im(T) = {T(v) | v € V} subruang
dari V. (Salah)

10. Im(M={weW|3@veV)TV)=w}={T(V)|v e V}. (Benar)

Il. Kerjakan soal-soal berikut.

1. Diketahui My(R) = {(j 3

Abelian dan ( R, +, e ) merupakan Lapangan. Akan dibuktikan M;(‘R)

)| a,b, c,deiﬁ’}, ( M2(R), + ) merupakan Grup

merupakan Ruang Vektor atas ‘R !
Bukti : ambil sebarang k, ¢ € R dan A = (a b) , B = (r S) e My(R) untuk
Cc u
suatu a, b, c,d, r, s, t,u e R,

@ Adb. ( VA e My(R)) (VK e R)berlaku k. A e Ma(R)
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) e My(fR) karena ka, kb, kc, kd € R m

% Adb. ( VA B eMy(R))(VkeR)berlaku kK(A+B) = KA +kB
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@ Adb. (VA e My(R)) (Y k | € R ) berlaku (k +¢)A = kA + A
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& Adb. ( VA e My(R)) (V k | € R) berlaku (K)A = k(A)

(k)A

0 (

(s

_ ((kl)a
(kDc

(k(la)
k(lc)

=kl

aZ)

(kl)b)
(kD)d

k(lb))
k(ld)

)

=k (l (@ Z))

= KA

s Adb. ( VA e My(R) ) berlakul . A = A
a b _ la 1b _
1(C d) - (1c 1d) -

=~ Jadi Mp(R) adalah Ruang Vektor atas ‘R.

1.A =

2. &) Diketahui R% = {(x, y) | x, y € R} Ruang Vektor atas R. S = R? dan T < R
S={(a a)|ae R}pdanT ={(2b, -3b) |b € R}. Akan dibuktikan R> = S AT

Bukti:

+ Akan dibuktikan bahwa S Subruang dari %2
> Diketahui S ¢ %°
» S # ¢karena terdapat (0, 0) € S
» Ambil sebarang u = (a, a), v = (b, b) € S untuk suatu a, b € R dan
VaeR
vu+v=(@a+( b)=(@a+b,a+b)eSkarenaa + b € R sebab

a,beR
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v a.u=o(a,a)=(oa, aa) € Skarenaoa € R sebaba, o € R

~ SSubruang dari R m

4 Akan dibuktikan bahwa T Subruang dari R?
> Diketahui T < %?
> T+ ¢karenaterdapat (0,0) € T
» Ambil sebarang x = (2b, -3b), y = (2¢c, -3c) € T untuk suatu b, ¢ € R dan
VaeR
v x+y=(2b, -3b) + (2c, -3c)
=(2b + 2c, -3b + (-3c))
=(2(b+c), -3(b+c)) e Tkarenab +c € R sebabb,c e R
v o . x=o(2b, -3b)
= (ou.2b, a.(-3h))
= (2(ab), -3(ab)) € T karena ab € R sebab o, b € R

~ T Subruang dari R m

4 Akan dibuktikan R*=S+ T (R°cS+TdanS+T<R)
> Jelas bahwa R2 S+ T
> Adb. S+ T R ?
Ambil sebarang x € S + T maka x = (a, a) + (2b, -3b) dimana (a, a) € Sdan
(2b, -3b) e T untuk suatu a, b € ‘R.
(a, @)+ (2b, -3b) = (@a+2b, a+(-3b)) = (a+2b, a—3b) e R karena
at2b, a-3be®NR.
~JadivxeS+T = xe R
S+T ¢ R =
#+ Akan dibuktikan S ~ T = {0}
Ambil sebarang (x,y) e SN T,
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SAT={xy)|(xy)eS A (xy) eT}
={(x,y) | x=adany=auntuk suatua € R A x=2bdany =-3b untuk
suatub € R }
={(x,y) | 2b =adan -3b = auntuk suatu a, b € R}
= {(x, y)|a=b=0sehinggax=y =0}
={0,0} =

~. Jadi terbukti bahwa R?> = S & T
b) Akan dibuktikan bahwa B = { (1, 1), (2, -3) } Basis untuk %R? ?
Bukti :

+ Akan dibuktikan B Bebas Linier ?
a1(1, 1) + az(2, -3) = (0, 0)
(o1, 0u1) + (202, -302) = (0, 0)
(o1 + 20, al —3a,) =(0,0)
o1 t+20 =0 sehingga a1 +20, =0 < a1 =0

al-30, =0 -

500 =0 < ;=0
=~ Jadi karena diperoleh a; = a, = 0 maka B Bebas Linier.
4 Akan dibuktikan B Membangun R? ?
Ambil sebarang (x, y) € R? untuk suatu a, b € R

o(l, D) + a2, -3) = (x) o1+ 20 = X
(o1, 1) + (202, -302) = (X, Y) a1+2(ﬂ) = X
(o1 +20, ol-30) = (XY) ZxEZy
o; + =X
oy + 20, = X S5a1+2x-2y _
al—-30p =y — 5 = X
Bop= X—y < op =2 Sa +2X—2y = 5X
> Boy = 5X—2X + 2y
o = S5x—2x+42y — 3x + 2y
! 5 5
= Jadi dengan ay = 3x;2y dan o :% dimana

3xJ5r2y 1, 1) + % (2,-3) = (x, y). MakaB MembangunR’>. =
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. Jadi karena B Bebas Linier dan Membangun ®? maka B merupakan Basis
untuk R? .
3. Diberikan V dan W Ruang Vektor atas F dengan 6, dan &, berturut-turut
adalah elemen identitas dari V dan W
a) Definisi T :V — W sebagai Transformasi Linier.
Diberikan V dan W Ruang Vektor atas F, fungsi T : V. — W dikatakan
sebagai Transformasi Linier jika sebarang u, v € V dan a € F sehingga
berlaku
» T(u+v)=T(u) + T(v)
» T(a.u) = a. T(u)
b) Akan dibuktikan T(6,) = 6. ?
Bukti : ambil sebarang v € V
T(6,) = T(0.v) dengan0 € F
0.T(v)

= 6, =
c) Akan dibuktikan Ker(T) ={v € V| T(v) = . } Subruang dari V ?
Bukti :
» Jelas bahwa Ker(T) cV
> Ker(T) # ¢karena terdapat 6, € Ker( T ) dimana T(6,) = 6.
» Ambil sebarang u, v € Ker( T) maka T(u) =T(v) =6, dan V a € F,
V Tu+v) = TUW+TN) = O +6, = 6
Akibatnyau + v € Ker(T)
vV T(a.u) = aTuy) = a.6, = 0O,
Akibatnya o. . u € Ker(T)

=~ Jadi terbukti bahwa Ker( T ) Subruang dari V.

4. Diberikan R°® dan %? Ruang Vektor atas K.
T:R® - RPdengan T((x,y,2)=(x—y, y—2)

Akan dibuktikan bahwa T merupakan Transformasi Linier ?
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Bukti : Ambil sebarang u = (X, y,2), v = (r, s t) € R® untuk suatu
X, Y,z,rs teRdanV o € R,
VTU+v)=T((x Yy, 2 +(r, s, 1))
=T((x+r, y+s, z+1))
=((x+tnN-(y+s), (y+s)-@+1)
=(X+r-y-s, y+s—-z-t)
=((x=y)+(r-s), (y-2)+(s-1)
=(x-y, y-2) +(r-s, s-t
=T((x, y, 2) + T((r, s, 1))
=T() + T(v) [
v T(a.u)=T(ax, Yy, 2)
=T((ax, ay, o2))
=(ax—ay, oy-—oa2)
=(a(x-y), aly-2)
=ax-y, y-2)
=a.T(u) =

=~ Jadi T merupakan Transformasi Linier.
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